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Objectifs & organisation

• Vocabulaire
● bioinfo : lien entre biologie et informatique

• Méthodes
● représentations
● manipulation, analyse, parcours
● partitionnement

• Logiciels et librairies

• Roland Barriot : 6 CTD + 4 TP 3h
• Yves Quentin: 1 CTD + 1 TP 4h

• MCCA : 60% CT + 40% CCTP (projet 30% + CRTP 10%)

*



Un graphe pour quoi faire ?

• Représenter des connaissances
● schéma ou abstraction (à différents niveaux)
● utile pour la communication

• Modéliser des connaissances
● analyse des propriétés
● parcours et exploration
● analyse du comportement du système représenté
● simulations
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Graphes et réseaux biologiques

● Métabolisme
● banques

● KEGG
● BioCyc, MetaCyc
● ...
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Graphes et réseaux biologiques

• Ontologies
● Gene Ontology : annotation des produits des gènes
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Graphes et réseaux biologiques

• Arbres : clustering hiérarchique, phylogénie, ...
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Putative orthology 1:1 inference

• all against all sequences systematic comparison
• B↔C predicted sim(B,C) > max(sim(B,B2), sim(C, C2), sim(C,C22))
• B2↔C22 not predicted sim(B2,C22) < sim(C2,C22)
• Note: computation with 7,223,104 sequences from 2,355 genomes =>52,000.109 sequence comparisons
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Gene losses

• rounds of duplications and losses lead to erroneous links
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Orthology 1:1 transitivity



Orthology 1:1 transitivity



Orthology 1:1 transitivity



Graphe d'orthologues 1:1 13

Gènes orthologues codant pour des sytèmes ABC de la sous famille 1 (import de sucres : ribose, 
maltose, ...)
• 1 gène codant pour NBD (homodimère) ou NBD-NBD
• 1 gène codant pour MSD pour un homodimère ou hétérodimère
• 1 gène codant pour SBD



Graphes et réseaux biologiques

• Intéractions physiques, génétiques, fonctionnelles, ...
● STRING, DIP, BIND, IntAct, BioGRID, iHOP, ...
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Yeast protein-protein interaction network
[ Jeong et al., 2001]
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Graphes et réseaux biologiques

• Réseaux de régulation
● BioCyc, KEGG, TransFac, RegulonDB, ...
● SBML, ...
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•Historique
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Traitement des graphes et réseaux biologiques 22

•Historique
● 1736 Euler
● 1847 Kirchhof
  théorie des arbres
  analyse de circuits 
  électriques
● 1850 - 1880
  Cayley, arbres : isomères 
    hydrocarbures CnH2n+2

  Conjecture des 4 couleurs 
    (Möbius, Morgan, Cayley)
    (théorème de Appel et 
    Haken en 1976)
  Chemin Hamiltonien
● 1936 – König 1er ouvrage sur la théorie des graphes

sans doute à l'origine du terme graphe
● 1946 – Kuhn (1955), Ford et Fulkerson (1956), 

Roy (1959), Claude Berge (synthèse 1958, …



Applications

• tournées de distribution, ramassage d’ordure, inspection de réseaux de 
distribution

• Recherche de chemins, GPS
• tracé automatique (voies métaboliques, circuit imprimé)
• ordonnancement (chantier de construction, processus)
• maximisation de flux (FBA, routier, internet)
• minimisation du coût d’un flot (routage, métabolisme)
• Classement de pages Web (PageRank)

• Réseau métabolique, de régulation de l’expression des gènes
• Réseaux d’intéractions
• Arbre phylogénétique, de parenté
• Clustering (hiérarchique)
• Ontologies, ex : Gene Ontology
• …
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Terminologie, définitions et notations

• Définition
● G = (V, E)
● Ensemble V de sommets. Ils peuvent porter des étiquettes (nombre entier, couleur, …, 

peu importe)
● Ensemble E d’arêtes ou arcs de la forme (v1,v2). Les arêtes peuvent être étiquetées 

(nombre, mot, …).
● Le nombre de sommets est appelé ordre du graphe

• Types de graphes
● Graphe non orienté

● arêtes : (v1,v2) ↔ (v2,v1)
● Graphe orienté

● arcs : (v1,v2) ≠ (v2,v1)
● multigraphe : possibilité d’avoir plusieurs arêtes reliant les 2 mêmes sommets
● hypergraphe : une hyperarête peut relier plus de 2 sommets
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Graphe orienté ou digraphe

• G = (V,E)
• V = {A, B, C, D, E}
• E = { (A,B),  (B,A), (A,C), (A,D), (B,E), (D,C), (E,D), (E,E) }
• Représentation sagittale :
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Graphe orienté

• G = (V,E)
• un arc a = (x,y) � E peut être noté x → y
• x et y sont les extrémités de a
• x est le début ou origine ou extrémité initiale de a. y est la 

fin ou l’extrémité finale de a.
• a est sortant en x et incident en y.
• x et y sont adjacents.
• y est un successeur de x. 

x est un prédécesseur de y.
• propriété caractéristique d’un graphe

● ex : 

26



Isomorphisme de graphes

• 2 graphes orientés G1 = (V1,E1) et G2 = (V2,E2) sont 
isomorphes s’il existe une application bijective 

f : V1 → V2 telle que

• Exemple :
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Transposé d'un graphe orienté

Le transposé d'un graphe orienté est un graphe composé des 
mêmes sommets mais dont les arcs ont les orientations 
opposées : le transposé de G = (V,E) est le graphe GT = (V,ET) 
avec ET = { (y,x) / (x,y) � E }
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[ image source : wikipedia, Amirali Boroumand ]



Graphe non orienté

• G = (V,E)
• V = {A, B, C, D, E}
• E = { (A,B), (A,C), (A,D), (B,E), (C,D), (D,E) }
• Représentation sagittale :

• On peut associer à un graphe orienté un graphe non orienté appelé graphe non 
orienté associé ou sous-jacent
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Sous-graphe

• Soit G = (V,E) un graphe (orienté ou non). Un sous-graphe 
de G est un graphe G’ = (V’,E’) tel que

• Exemple : voie métabolique      réseau métabolique
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Sous-graphe induit, cliques et sous-graphe couvrant

• Un sous-graphe G’ d’un graphe G est couvrant si il contient tous les sommets de 
G

• Un sous-graphe G’ d’un graphe G est un sous-graphe induit si E’ est formé de 
tous les arcs (ou arêtes) de G ayant leurs extrémités dans G’

• Une clique est un sous-graphe induit complet
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Complémentaire d’un graphe

• Le complémentaire ou complément d’un graphe G est noté    , il a les mêmes 
sommets qui sont reliés si et seulement si ils ne sont pas reliés dans G.
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Graphe adjoint (line graph)

• Le line graph d'un graphe G est le graphe L(G) dans lequel sont inversés sommets 
et arêtes, c'est-à-dire que deux sommets adjacents dans le line graph 
correspondent à deux arêtes incidentes à un même sommet dans G.

• Autre formulation (wikipédia) :
● chaque sommet de L(G) représente une arête de G
● 2 sommets de L(G) sont adjacents ssi les arêtes correspondantes partagent 

une extrémité commune dans G
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Graphe adjoint (line graph)

• Le line graph d'un graphe G est le graphe L(G) dans lequel sont inversés sommets 
et arêtes, c'est-à-dire que deux sommets adjacents dans le line graph 
correspondent à deux arêtes incidentes à un même sommet dans G.

• Autre formulation (wikipédia) :
● chaque sommet de L(G) représente une arête de G
● 2 sommets de L(G) sont adjacents ssi les arêtes correspondantes partagent 

une extrémité commune dans G
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Degré ou valence d’un sommet

• Pour un graphe orienté :
● dégré entrant : nombre de prédécesseurs d’un sommet, noté d-(x)
● degré sortant : nombre de successeurs d’un sommet, noté d+(x)
● degré total : nombre d’arcs dont x est le début ou la fin (on compte donc 2 

fois les boucles), d(x) = d-(x) + d+(x)

• Un sommet de degré entrant non nul et de degré sortant nul est un puits.
• Un sommet de degré entrant nul et de degré sortant non nul est appelé source.
• Un sommet de degré nul est un sommet isolé.
• Pour un graphe non orienté : d(x)
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Chaîne et chemin

• Pour un graphe orienté
● Un chemin C est une suite (x0, x1, x…, xn-1, xn) de 

sommets de G tel que 2 sommets consécutifs quelconque 
xi et xi+1 sont reliés par un arc (xi, xi+1) de G

● x0 et xn sont le début et la fin du chemin C
● C est de longueur n (nombre d’arcs)

• Pour un graphe non orienté, on parle de chaîne
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Cycle et circuit

• Un circuit dans un graphe orienté est un chemin de longueur 
non nulle dont le début et la fin sont identiques.

• Un chemin simple ne passe par 2 fois par le même arc.

• Un chemin élémentaire ne passe pas 2 fois par le même 
sommet.

• Pour un graphe non orienté on parle de cycle.
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Connexité

• Un graphe non orienté est connexe si pour tout couple de sommets x, y, il existe 
une chaîne reliant x à y.

• Une composante connexe d’un graphe est un sous ensemble maximal de 
sommets dont toutes les paires de sommets sont reliées par une chaîne.

• Les composantes connexes d’un graphe forment une partition du graphe.
• Un graphe orienté est connexe si son graphe non orienté associé est connexe.
• Un graphe orienté est fortement connexe si pour toute paire de sommets, il existe 

un chemin les reliant.
• Un point d’articulation est un sommet dont la suppression augmente le nombre 

de composantes connexes.
• Un isthme est une arête dont la suppression augmente le nombre de composantes 

connexes.
• Un ensemble d’articulation d’un graphe connexe est un ensemble de sommets 

dont la suppression rend le graphe non connexe.
• Un pont dans un graphe connexe est une arête dont la suppression déconnecte le 

graphe.
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Illustration

• est-il connexe ?
• énumérer les ponts ?
• énumérer les isthmes ?
• énumérer les points d'articulation ?
• énumérer les ensembles d'articulation ?
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Chaîne, chemin, cycle et circuit eulériens et hamiltoniens

• Pour un graphe non orienté, une chaîne (respectivement un 
cycle) eulérienne passe une et une seule fois par toutes les 
arêtes du graphe.

• Pour un graphe orienté, un chemin (resp. un circuit) eulérien 
passe une et une seule fois par tous les arcs du graphe.

• Pour un graphe non orienté, une chaîne (respectivement un 
cycle) hamiltonienne passe une et une seule fois par tous les 
sommets du graphe.

• Pour un graphe orienté, un chemin (resp. un circuit) 
hamiltonien passe une et une seule fois par tous les sommets 
du graphe.
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Représentation d’un graphe : matrice d’adjacence

• G = (V,E)
• Les sommets sont numérotés de 1 à n ; n étant l’ordre du 

graphe.
• La matrice d’adjacence de G est la matrice carrée M définie 

par

• Exemple :
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Représentation d’un graphe : listes d’adjacence

• G = (V,E)

• Exemple :
A (B, C, D)
B (A, E)
C
D (C)
E (D, E)
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Graphes valués ou pondérés

• Un graphe valué est muni d’une application attribuant une 
valeur à chaque arc ou arête appelée valuation.

• Notation : graphe G = (S,A)

• Représentation matricielle : G = (S,A,v)

• La valuation ou longueur d’un chemin (ou d’une chaîne) est 
la somme des valuations de chacun des arcs (ou arêtes) qui 
le composent.
ex : la valuation de (A,F,C,E,D) est 5 + 15 + 3 - 3 = 20
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Quelques graphes particuliers

• Un graphe est complet si pour toute paire de sommets, il existe une arête 
les reliant.

• Graphe biparti : partition des sommets en 2 ensembles 
U et V telle que les arêtes ont leurs extrémités dans 
chacun des ensembles.

• Arbre, forêt, arborescence

• Planaire : lorsque l’on peut le dessiner sans que 2 arêtes ne se croisent.

• Libre échelle : un graphe est libre d'échelle si la distribution de ses degrés 
est proche d'une loi de puissance.

• Petit monde : un graphe a le phénomène du petit-monde si son coefficient 
d’agglomération est élevé et la distance moyenne entre deux sommets 
faible.
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Parcours de graphe

• existe-t-il un chemin ou une 
chaîne entre 2 sommets ?

• quel est le plus court chemin 
pour aller d'un sommet à un 
autre ?

49

[ artist: Sean C Jackson ]
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Parcours en largeur

BFS(graphe G, sommet s): 
f = CreerFile()
Marquer(s) 
Enfiler(f, s)
distance[s]=0
tant que f non vide faire 

x = Défiler(f)
pour chaque successeur succ de x faire 

si NonMarqué(succ) alors 
Marquer(succ) 
Enfiler(f, succ)
distance[succ] = distance[x]+ 1
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Parcours en largeur 52
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source : Cormen, Leiserson, Rivest, Intro to algorithms
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Parcours de graphe (suite) 54

• Existe-t-il un chemin ou 
une chaine ?

• Plus courts chemins

• Détection de 
cycles/circuits

• Tri topologique
• Composantes (fortement) 

connexes
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Parcours en profondeur

DFS(graphe G, sommet s) 
Marquer(s)
pour chaque successeur de s faire

si successeur n'est pas marqué alors 
DFS(G, successeur)
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Parcours en profondeur

DFS(graphe G, sommet s) 
p = créerPile()
empiler(p, s)
tant que p non vide

u = dépiler(p)
marquer(u)
pour chaque successeur de u faire

si successeur non marqué 
alors empiler(p, successeur)
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Parcours en profondeur 58
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source : Cormen, Leiserson, Rivest, Intro to algorithms



Graphe orienté, DFS - Détection de cycles 59
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Graphe orienté, DFS - Tri topologique 60

chaussettes
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Tri topologique

• commande linux : tsort
3
5
7
11
8
10
2
9
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3 8
3 10
5 11
7 8
7 11
8 9
11 2
11 9
11 10

tsort.in



Graphe orienté, tri topologique 62
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Graphe orienté, composantes fortement connexes 64
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Graphe orienté, composantes fortement connexes 65

dc

e h

a b

f g

Algo :
1. DFS sur G
2. Calcul de GT

3. DFS' modifié sur GT → lignes 5-7 par f[u] décroissant
4. les composantes fortement connexes sont les arbres de parcours
    obtenus en 3
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Mesures et indices

• diamètre : La longueur du plus court chemin entre les sommets les plus distants d’un graphe d 
mesure l’étendue d’un graphe, la longueur topologique entre deux sommets.

• maille : longueur du plus court cycle. Infinie pour un graphe sans cycle.
• circonférence : longueur du plus grand cycle.
• nombre cyclomatique : indique le nombre de cycles que possède un réseau. 

u = e-v+p avec e : nombre d’arêtes, v : nombre de sommets et p : nombre de composantes 
connexes.

• excentricité d'un sommet : distance maximale d'un sommet à tous les autres
• centre : sommet(s) d'excentricité minimale du graphe
• rayon : excentricité d'un centre
• Indice de Pi : Indique la relation entre la longueur totale du graphe L(G) et la distance le long du 

diamètre D(G). Un index élevé pointe vers un réseau développé. C’est une mesure de distance par 
unité de diamètre et un indicateur de la forme d’un réseau.

• Indice d’Eta : Indique la longueur moyenne des arcs. L’ajout de nouveaux arcs provoquera une 
décroissance d’Eta. 

• Indice de Beta : Indique la relation entre le nombre d’arcs (e) sur le nombre de sommets (v). 
• Indice Gamma (g) : Relation entre le nombre d’arcs observés et le nombre d’arcs possibles. La 

valeur est entre 0 et 1. Une valeur de 1 indique un réseau complètement connecté.
• coéfficient d’agglomération : nombre d’arêtes entre les voisins / nombre d’arêtes possibles
• centralité/betweenness : nombre de plus courts chemins passant par un(e) sommet (arête)
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Diamètre 68

2
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3

diamètre : La longueur du plus court 
chemin entre les sommets les plus 
distants d’un graphe. Il mesure l’étendue 
d’un graphe, la longueur topologique 
entre deux sommets



Maille 69
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Circonférence 70
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Nombre cyclomatique 71

4-4+1=1

5-5+1=1

7-6+1=2

8-6+1=3
nombre cyclomatique : indique le nombre de cycles que possède un réseau. 

u = e-v+p
e : nombre d’arêtes, v : nombre de sommets et p : nombre de composantes 
connexes.



Indices

• Indice de Pi : Un index élevé pointe vers un réseau développé.

• Indice d’Eta : L’ajout de nouveaux arcs provoque une 
décroissance.

72

longueur totale : L(G) diamètre : D(G) Pi = L(G)/D(G)

130 km 75 km 1.733

245 km 75 km 3.266

L(G) Nombre d'arcs Eta = L(G)/|E|

130 km 15 arcs 8.666 km/link

130 km 25 arcs 5.3 km/link



Indices

• Indice Beta : Indique la relation entre le nombre d’arcs (e) sur le nombre 
de sommets (v). 

• Indice Gamma (g) : Relation entre le nombre d’arcs observés et le nombre 
d’arcs possibles. La valeur est entre 0 et 1. Une valeur de 1 indique un 
réseau complètement connecté.
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 e v Beta

A 2 4 0.5

B 3 4 0.75

C 4 4 1.0

D 5 4 1.25A B C D

A B

 e v(v-1) /2 g

A 7 15 0.466

B 8 15 0.533



Coefficient d’agglomération 74

source : Wikipedia

source : Costa et al., 2008



Centralité / Betweenness 75

source : Wikipedia

source : graphstream-project.org



Plus court chemin : Algorithme de Bellman-Ford 76
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source : Cormen, Leiserson, Rivest
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Exemple : 1ère itération 78
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Exemple : 2ème itération 79
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Exemple : 3ème itération 80
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Exemple : 4ème itération 81
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Exemple : 4ème itération 82
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Plus court chemin : Algorithme de Bellman-Ford 83
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source : Cormen, Leiserson, Rivest



Circuits de longueurs négatives 84



Plus court chemin : Algorithme de Dijkstra

• Sommet source s et matrice d’ajacence w
• Initialisation 

● un tableau d contenant d[x] la plus courte distance de s à x. Au 
départ, d[x] = ∞ pour tout x (excepté d[s] = 0)

● un tableau π conteant π[x] le prédécesseur de x dans le chemin de 
plus courte distance allant de s à x. Au départ, π[x] = NIL pour tout x

● un ensemble C de sommets qu’il reste à parcourir. Au départ, C = V
• Boucle principale
tant que C non vide

x = ExtraireLePlusProche(C)
pour chaque successeur de x faire

si d[x] + w[x,successeur] < d[successeur] 
alors

d[successeur] = d[x] + w[successeur]
π[successeur] = x
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Animation Web avec D3.js http://bl.ocks.org/lafarer/7d8ecbf7b06b2ef0f72b
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source : Cormen, Leiserson, Rivest
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source : Cormen, Leiserson, Rivest
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i
k

jp1 p2

On note 
p = { v1, v2, …, vl} un chemin simple
V = { 1, 2, …, n} avec n l’ordre du graphe
{1, 2, …, k} un sous-ensemble de V



Longueurs des plus courts chemins entre toutes les paires de sommets

Algorithme de Floyd-Warshall
Structure d’un plus court chemin :

Si k est un sommet intermédiaire
→ p1 est un plus court chemin de i à k
→ p2 est un plus court chemin de k à j

Formulation récursive pour programmation dynamique :

���
(�) = �

��� �X � = 0
min�(���

(�−1),  ���
(�−1) +���

(�−1)) �X � ≥ 1
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jp1 p2

On note 
p = { v1, v2, …, vl} un chemin simple
V = { 1, 2, …, n} avec n l’ordre du graphe
{1, 2, …, k} un sous-ensemble de V



Longueurs des plus courts chemins entre toutes les paires de sommets

• Algorithme de Floyd-Warshall, à partir de la matrice d’adjacence W
D = W # D: longueur du plus court chemin entre paires de sommets
N[i,j] = j si (i,j) � E, NIL sinon 
pour k de 1 à n # sommet intermédiaire

pour i de 1 à n # sommet source
pour j de 1 à n # sommet destination

si D[i,k] + D[k,j] < D[i,j] alors
D[i,j] = D[i,k]+D[k,j]
N[i,j] = N[i,k] # successeur de i pour aller à j

Remarque : La dernière ligne n’est nécessaire que si l’on souhaite reconstruire le plus court chemin entre 2 sommets

• Affichage du plus court chemin entre i et j à partir de D et N
si D[i,j] est infinie alors il n’y as pas de chemin entre i et j
chemin = InitialiserChemin(i)
k = N[i,j]
tant que k est défini faire

Ajouter(chemin, k)
k = N[k,j]

Ajouter(chemin, j)
Afficher(chemin)
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source : Cormen, Leiserson, Rivest



Longueurs des plus courts chemins entre toutes les paires de sommets

Algorithme de Johnson
Principe :
1. Ajouter un sommet s ayant un arc vers chaque sommet du graphe avec une valuation de 0
2. Utiliser Bellman-Ford à partir de ce sommet source
3. Modifier les valuations des arcs

w'=w(u,v) + h(u) - h(v)
avec h(x) la longuer du plus court chemin de s à x

4. Utiliser Dijkstra à partir de tous les sommets

Remarque : h ≤ 0
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Longueurs des plus courts chemins entre toutes les paires de sommets

Algorithme de Johnson
Principe :
1. Ajouter un sommet s ayant un arc vers chaque sommet du graphe avec une valuation de 0
2. Utiliser Bellman-Ford à partir de ce sommet source
3. Modifier les valuations des arcs

w'=w(u,v) + h(u) - h(v)
avec h(x) la longuer du plus court chemin de s à x

4. Utiliser Dijkstra à partir de tous les sommets

Remarque : h ≤ 0

Pour un plus court chemin entre un sommet s et un sommet t :
s → p1 → p2 → ... → pn → t

w(s,t) = w(s,p1) + w(p1,p2) + ... + w(pn,t)
w'(s,t) = w(s,p1) + h(s) - h(p1)
            + w(p1,p2) + h(p1) - h(p2)
            + ...
            + w(pn,t) + h(pn) - h(t)
          = w(s,p1) + w(p1,p2) + ... + w(pn,t) + h(s) - h(t)
          =                             w(s,t)               + h(s) - h(t)
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Coloration de graphes

Une université doit faire passer des tests écrits à quatre étudiants : Ken, Pétula, Marion et Atif. Sept 
disciplines sont concernées : les graphes, la post-génomique, la fouille de données, la modélisation 
moléculaire, l’évolution moléculaire, les bases de données et la programmation.

doit passer les graphes, la post-génomique et l'évolution moléculaire
les graphes, la fouille de données et la modélisation moléculaire
les graphes, l’évolution moléculaire et les bases de données

la post-génomique, la modélisation moléculaire et la programmation

Quel est le nombre minimal de plages horaires à prévoir pour qu'aucun étudiant n'ait à passer deux tests 
simultanément et que chaque épreuve n’ait lieu qu’une seule fois ?
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Une université doit faire passer des tests écrits à quatre étudiants : Ken, Pétula, Marion et Atif. Sept 
disciplines sont concernées : les graphes, la post-génomique, la fouille de données, la modélisation 
moléculaire, l’évolution moléculaire, les bases de données et la programmation.
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Une université doit faire passer des tests écrits à quatre étudiants : Ken, Pétula, Marion et Atif. Sept 
disciplines sont concernées : les graphes, la post-génomique, la fouille de données, la modélisation 
moléculaire, l’évolution moléculaire, les bases de données et la programmation.
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Une université doit faire passer des tests écrits à quatre étudiants : Ken, Pétula, Marion et Atif. Sept 
disciplines sont concernées : les graphes, la post-génomique, la fouille de données, la modélisation 
moléculaire, l’évolution moléculaire, les bases de données et la programmation.
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Une université doit faire passer des tests écrits à quatre étudiants : Ken, Pétula, Marion et Atif. Sept 
disciplines sont concernées : les graphes, la post-génomique, la fouille de données, la modélisation 
moléculaire, l’évolution moléculaire, les bases de données et la programmation.
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les graphes, la fouille de données et la modélisation moléculaire
les graphes, l’évolution moléculaire et les bases de données

la post-génomique, la modélisation moléculaire et la programmation

Quel est le nombre minimal de plages horaires à prévoir pour qu'aucun étudiant n'ait à passer deux tests 
simultanément et que chaque épreuve n’ait lieu qu’une seule fois ?
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Une université doit faire passer des tests écrits à quatre étudiants : Ken, Pétula, Marion et Atif. Sept 
disciplines sont concernées : les graphes, la post-génomique, la fouille de données, la modélisation 
moléculaire, l’évolution moléculaire, les bases de données et la programmation.
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Une université doit faire passer des tests écrits à quatre étudiants : Ken, Pétula, Marion et Atif. Sept 
disciplines sont concernées : les graphes, la post-génomique, la fouille de données, la modélisation 
moléculaire, l’évolution moléculaire, les bases de données et la programmation.
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Ordonnancement - Planification de tâches

• Représentation sous-forme de graphe
• Durée minimale du chantier ?
• Chemin critique/tâche critique dans laquelle tout retard entrainera un retard sur la réalisation 

du chantier
• Bonus : ressources à déployer sur le graphe (personnes/compétences, ...)

105

Tâche Durée (en mois) Prérequis

A Etude, réalisation et acceptation des plans 6 -

B Préparation du terrain 1.5 -

C Commande des matériaux 1 A

D Creusement des fondations 1 B

E Commande des portes et fenêtres 0.5 A

F Construction des fondations 1 C, D

G Construction des murs 2 C, F

H Plomberie 1 G

I Electricité 2 G

J Pose des portes et fenêtres 0.5 E, G
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Arbre couvrant de poids minimum

• Algorithme de Kruskal
F = Ø
pour chaque e de TrierValuationsCroissantes(E) faire

si EstAcyclique(Union(F, e)) alors
F = Union(F, e)

• Algorithme de Prim
V’ = { x }
E’ = {}
tant que V ≠ V’

sélectionner (u,v) de poids minimum
tel que u � V’ et v � V \ V’

V’ = V’ U {v}
E’ = E’ U (u,v)
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Arbre couvrant de poids minimum : illustration de l’algorithme de Kruskal116

source : Wikipedia
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source : Wikipedia



Arbre couvrant de poids minimum : illustration de l’algorithme de Kruskal119

source : Wikipedia



Arbre couvrant de poids minimum : illustration de l’algorithme de Kruskal120

source : Wikipedia



Arbre couvrant de poids minimum : illustration de l’algorithme de Kruskal121

source : Wikipedia



Motifs structuraux dans les graphes et réseaux biologiques

• Motif : Sous-graphe retrouvé de manière recurrente dans des 
réseaux biologiques dont la fréquence d’apparition est 
supérieure à son nombre d’occurrences dans un graphe 
aléatoire.

• Idée : architecture modulaire des réseaux biologiques
● chaque motif possède une dynamique spécifique en 

terme de modulation ou d’intégration d’un signal et donc 
une dynamique fonctionnelle spécifique.
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Autorégulation

• Négative
● ex : un facteur de transcription réprime la transcription du 

gène le codant.
• Positive

● peut engendrer des distributions bimodales de type tout 
ou rien.
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source : Soval and Alon, Cell 2010



Cascades 125

source : Soval and Alon, Cell 2010



Positive-Feedback loops 126

source : Soval and Alon, Cell 2010



Feedforward loops (FFLs)

• Très fréquemment observés
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source : Soval and Alon, Cell 2010



Single Input Module

• X régule un ensemble de gènes cibles dont typiquement lui-
même.

• permet l’expression coordonnée de gènes impliqués dans un 
même processus

• peut générer une expression temporelle à travers différents 
seuils pour chacune des cibles
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source : Soval and Alon, Cell 2010



Negative-Feedback loops

• souvent des intéractions avec des échelles de temps 
différentes, asymétriques : 
● l’activation lente (transcripion de Y) et la dégradation 

rapide de X peut générer des oscillations

● le schéma opposé peut 
générer du bruit
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source : Soval and Alon, Cell 2010



Intégration

• dynamique plus élaborée
● comportement de type file

• Intégration du signal avec entrées et sorties multiples

130

source : Soval and Alon, Cell 2010



Recensement du nombre de motifs dans un graphe

• Combien y a-t-il de triangles ?
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source : http://soutien67.fr/phpBB3/viewtopic.php?f=55&t=3546



Recensement du nombre de motifs dans un graphe

• Combien y a-t-il de triangles ?
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source : http://soutien67.fr/phpBB3/viewtopic.php?f=55&t=3546



Recensement du nombre de motifs dans un graphe

• Problème difficile
● taille du graphe
● taille des motifs recherchés

• 2 approches
● à partir du graphe, compter les motifs qui apparaissent 

(network centric)
● à partir des motifs possibles, scanner le graphe pour 

chacun d’eux (motif centric)
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Génération des sous-graphes de taille k

• Pattern growth tree

134

k=1

k=2

k=3

…



Occurrences des motifs : un problème vraiment difficile 135



Kavosh [Kashani et al., 2009]

• 2 Etapes :
● Enumération des sous-graphes de taille k observés 

contenant un sommet donné (approche network centric)
● Elimination de ce sommet et passage au suivant (permet 

de générer les autres sous-graphes ne contenant pas ce 
sommet)

● Classification des sous-graphes obtenus en classes 
d’isomorphisme (sous-graphes ayant même 
structure/topologie)
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Enumeration des sous-graphes de taille k contenant un sommet

• Exploite le nombre de façons d’obtenir k-1 en sommant des 
entiers
● ex: pour k=4, on a 1+1+1 ou 1+2 ou 2+1 ou 3

• Utilisé pour extraire les sous-graphes à partir d’un sommet
● Les sommets du graphe sont numérotés arbitrairement de 

1 à l’ordre du graphe
● on part du sommet de départ et on sélectionne les voisins 

successivement. Par exemple pour 1+1+1, on prend 1 
voisin, puis un voisin du voisin, puis un voisin du voisin du 
voisin (3 niveaux)

●  un sommet est marqué si il est adjacent d’un sommet 
sélectionné à un niveau inférieur
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Enumeration des sous-graphes de taille k contenant un sommet 138

pour (1,1,1)

source : Kashani et al. 2009



Enumeration des sous-graphes de taille k contenant un sommet 139

pour (1,2)

source : Kashani et al. 2009



Enumeration des sous-graphes de taille k contenant un sommet 140

pour (2,1)

source : Kashani et al. 2009



Enumeration des sous-graphes de taille k contenant un sommet 141

pour (3)

source : Kashani et al. 2009



Sous-graphes induits contenants le sommet 1 142

32 5

67 4

1

2

6 4

1

5

67

1

2

67

1

3

6 4

1

3

7 4

1

3

67

1

5

6 4

1

32

7

1

32

6

1

32

4

1

2 5

6

1

2 5

7

1

2 5

4

1

3 5

4

1

3 5

6

1

3 52

1

3 5

7

Même méthode sur le graphe ci-contre (arbre 
de racine 2).
Puis, en retirant le sommet de 2, …

Ensuite, détermination du nombre 
d’occurrences de chaque motif

1 2 3 4 5 6

7 8 9 10 11 12

13 14 15 16 17



Classification des sous-graphes en classes d’isomorphisme

• 2 graphes ont même topologie si ils sont isomorphes
• Représentation canonique d’un graphe dont les sommets ne 

sont pas étiquetés
● Programme NAUTY développé par McKay à partir de 

Practical Graph Isomorphism, Congressus Numerantium, 
30 (1981) 45-87

● Principe :
● la matrice d’adjacence est représentée par une chaîne 

de caractères (concaténation des lignes)
● réorganisation de la matrice (tri lexicographique) afin 

d’obtenir le mot le plus loin par rapport à l’ordre 
lexicographique
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Représentation canonique d’un graphe

• Problème difficile :
● n sommets
● n! ordres possibles
● ex: n=4

144

source : Kashani et al. 2009



Représentation canonique d’un graphe

• Problème difficile :
● n sommets
● n! ordres possibles
● ex: n=4

145

a,b,c,d
a,b,d,c
a,c,b,d
a,c,d,b
a,d,b,c
a,d,c,b

b,a,c,d
b,a,d,c
b,c,a,d
b,c,d,a
b,d,a,c
b,d,c,a

d,a,b,c
d,a,c,b
d,b,a,c
d,b,c,a
d,c,a,b
d,c,b,a

c,a,b,d
c,a,d,b
c,b,a,d
c,b,d,a
c,d,a,b
c,d,b,a

source : Kashani et al. 2009

2 1 3 4

2 0 1 0 1

1 0 0 1 1

3 0 0 0 1

4 0 0 0 0

0101 0011 0001 0000



Significativité d’un motif

• Comparaison du nombre d’occurrences observé dans le 
réseau par rapport à des graphes aléatoires

• Difficultés :
● nombre de graphes aléatoires
● modèle de génération des graphes aléatoires

• Mesures couramment utilisées :
● Fréquence : désigne en fait le nombre d’occurrences du 

motifs
● z-score : (nombre observé – moyenne dans les graphes 

aléatoire) / écart type
● p-valeur : nombre de graphes aléatoires dans lequel le 

motif apparaît de manière plus fréquente / nombre de 
graphes aléatoires
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Application 147

source : Kashani et al. 2009



Application 148

source : Kashani et al. 2009



Application au réseau métabolique de E. coli [Kashani et al., 2009] 149

source : Kashani et al. 2009



Cladogrammes et phylogrammes

• Cladogrammes (pas de longueur de branche)

• Phylogrammes

150

source : Wikipedia



Arbre et arborescences : format

• Expression parenthésée : format Newick ou New Hampshire 
d’où l’extension de fichier typiquement .nw ou .nhx

• Exemples :

151

Etiquettes Distances Exemple

(,,(,));

Feuilles seulement (A,B,(C,D));

Tous (A,B,(C,D)E)F; 

Tous sauf la racine (:0.1,:0.2,(:0.3,:0.4):0.5); 

Tous (:0.1,:0.2,(:0.3,:0.4):0.5):0.0; 

Feuilles seulement Tous sauf la racine (A:0.1,B:0.2,(C:0.3,D:0.4):0.5); 

Tous Tous sauf la racine (A:0.1,B:0.2,(C:0.3,D:0.4)E:0.5)F; 

Tous Tous sauf la racine (B:0.2,(C:0.3,D:0.4)E:0.5)A;



Dessin de graphes

• Des approches très variées et de nombreuses méthodes 
existantes

• Abordées ici :
● Graphes quelconques

● modèle physique : Fruchterman & Reingold
● High Dimensional Embedding

● Arbres et arborescences
● dessin circulaire
● dessin non cicrulaire
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Algorithme de dessin

• Généralement : dessin récursif à partir de la racine (ou d’une 
branche interne servant de racine).

• Répartition des feuilles sur l’espace disponible
● largeur ou hauteur disponible pour du non circulaire : L/#feuilles
● angle pour du circulaire : A/#feuilles

• Tracé de la branche (selon sa longueur ou selon la profondeur 
dans l’arbre)

• Tracé de l’arc ou du rateau

• Appel récursif sur les descendants (et un sous-espace 
disponible pour le tracé)
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Tutoriel de dessin en R et visualisation (dynamique ou interactive) Web http://kateto.net/network-visualization
Exemple phylogénétique avec D3.js https://www.jasondavies.com/tree-of-life/



Dessin d'arbre : illustration 154

( ( B:0.2 , J:0.4 , ( C:0.2 , D:0.4 , H:0.2 , I:0.4 )E:0.2 )F:0.4 , ( K:0.2 , L:0.4 )G:0.2 ) ;
Nombre de feuilles : 8
Hauteur totale : 1.0

B

J

C

D

H

I

K

L

0.2

0.2

0.4

0.4

0.2

0.4

0.4

0.2

0.4

0.2

0.2

G

F

E



Dessin d'arbre : illustration 155

( ( B:0.2 , J:0.4 , ( C:0.2 , D:0.4 , H:0.2 , I:0.4 )E:0.2 )F:0.4 , ( K:0.2 , L:0.4 )G:0.2 ) ;
Nombre de feuilles : 8 → positions y des feuilles 
Hauteur totale : 1.0 

B

J

C

D

H

I

K

L

0.2

0.2

0.4

0.4

0.2

0.4

0.4

0.2

0.4

0.2

0.2

G

F

E



Dessin d'arbre : illustration 156

( ( B:0.2 , J:0.4 , ( C:0.2 , D:0.4 , H:0.2 , I:0.4 )E:0.2 )F:0.4 , ( K:0.2 , L:0.4 )G:0.2 ) ;
Nombre de feuilles : 8 → positions y des feuilles
Hauteur totale : 1.0 → positions x des noeuds internes et feuilles

B

J

C

D

H

I

K

L

0.2

0.2

0.4

0.4

0.2

0.4

0.4

0.2

0.4

0.2

0.2

G

F

E (min + max) / 2

min y feuille

max y feuille



Dessin d'arbre : illustration 157

( ( B:0.2 , J:0.4 , ( C:0.2 , D:0.4 , H:0.2 , I:0.4 )E:0.2 )F:0.4 , ( K:0.2 , L:0.4 )G:0.2 ) ;
Nombre de feuilles : 8 → positions y des feuilles
Hauteur totale : 1.0 → positions x des noeuds internes et feuilles

B

J

C

D

H

I

K

L

0.2

0.2

0.4

0.4

0.2

0.4

0.4

0.2

0.4

0.2

0.2

G

F

E

(min + max) / 2



Dessin d'arbre : illustration 158

( ( B:0.2 , J:0.4 , ( C:0.2 , D:0.4 , H:0.2 , I:0.4 )E:0.2 )F:0.4 , ( K:0.2 , L:0.4 )G:0.2 ) ;
Nombre de feuilles : 8 → positions y des feuilles 
Hauteur totale : 1.0 → positions x des noeuds internes et feuilles

B

J

C

D

H

I

K

L

0.2

0.2

0.4

0.4

0.2

0.4

0.4

0.2

0.4

0.2

0.2

G

F

E

(min + max) / 2



Fruchterman & Reingold, 1991

• S’inspire de la physique des particules (et des méthodes précédentes) :

« At a distance of about 1fm the strong nuclear force is attractive and about 10 

times the electric force between two protons. The force decreases rapidly with 

increasing distance, becoming completely negligible at about 15 times this 

separation. When two nucleons are within about 0.4fm of each other, the strong 

nuclear forces become repulsive. Thus nuclei do not collapse. »

mais il n’est pas nécessaire d’être réaliste, juste esthétique.

• Principes
● les sommets connectés par une arête devraient être dessinés proches les 

uns des autres
● les sommets ne devraient pas être dessinés trop proches les uns des autres
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Aglorithme

for i in 1..nbIterations
# calculate repulsive forces
foreach v in V

v.disp = 0
for u in V \ {v}

delta = v.pos – u.pos
v.disp = v.disp + Fr(delta)* sign(delta)

# calculate attractive forces
foreach e in E

delta = e.v.pos – e.u.pos
e.v.disp = e.v.disp – Fa(delta)*sign(delta)
e.u.disp = e.u.disp + Fa(delta)*sign(delta)

# limits (temperature and frame) & displacements
foreach v in V

v.pos += sign(v.disp)*min(dispMax, v.disp)
v.pos.x = min(xMax, max(xMin, v.pos.x))
v.pos.y = min(yMax, max(yMin, v.pos.y))

# decrease temperature (maximum displacement)
dispMax = cool(dispMax)
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Forces

• k la distance optimale entre 2 sommets

• Forces d’attraction et de répulsion
Fa(distance) = distance2 / k
Fr(distance) = -k2 /distance

161

source : Fruchterman and Reingold 1991



Amélioriation de la complexité

• A chaque itération, l’algorithme calcule les interactions entre 
chaque paire de sommets

• Principe :
● placer les sommets sur une grille
● calculer les interactions entre sommets proches (distance 

< 2k)
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source : Fruchterman and Reingold 1991



Température du système et refroidissement

• A chaque itération, chaque sommet ne peut se déplacer que d’une 
distance maximale

• Cette distance maximale décroit au fur et à mesure des itérations

• Idée :
● On autorise de grands déplacements en début de procédure 

lorsqu’on a placé les sommets au hasard
● A mesure des itérations, le placement des sommets devrait 

converger, et donc on autorise des déplacements moins grands

• Remarques :
● Il est possible de partir d’une configuration non aléatoire afin de 

minimiser le nombre d’itérations
● Possibilité d’interagir avec le rendu
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High-Dimensional Embedding

• Pincipal atout : sa rapidité

• Principe :
● Dessiner le graphe « facilement » dans un espace ayant 

un grand nombre de dimensions (typiquement 50)
● Projeter ce dessin dans un espace à 2 ou 3 dimensions
● Astuce : faire une ACP pour déterminer de quel point de 

vue se placer pour faire la projection
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Dessin de graphes dans un espace à m dimensions

• Distance entre chaque paire de sommets
● avec BFS, Dijsktra ou Floyd-Warshall par exemple

• Choix de m pivots parmi les sommets
● ces pivots devraient être distribués uniformément
● à chaque pivot est associé un axe
● les coordonnées de chaque sommet sur un axe 

correspondent à la plus courte distance entre le sommet 
et le pivot

• Le premier pivot est pris au hasard

• Les suivants sont choisis de manière à maximiser leur 
distance à l’ensemble des pivots déjà sélectionnés
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Projection dans un espace à 2 ou 3 dimensions

• Après l’étape précédente, on dispose des coordonnées des 
sommets dans un espace à m dimensions
● en ligne : les n individus (sommets)
● en colonne : les coordonnées (variables) pour les m axes 

(pivots)

• A partir d’une analyse en composantes principales, les 
vecteurs propres et leur valeur propre associée fournissent la 
transformation à appliquer pour obtenir les coordonnées des 
sommets dans un espace à 2 ou 3 dimensions.
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HDE : exemple 167

source : Harel and Koren 2004

2 premières composantes principales (CP) 3ème et 4ème CP 4ème et 5ème CP



Marche aléatoire et extraction de sous-graphe

• Le plus court chemin n’est pas forcément le plus pertinent

168

source : Dupont et al. 2006



Marche aléatoire et extraction de sous-graphe

• Le plus court chemin n’est pas forcément le plus pertinent
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source : Dupont et al. 2006



Marche aléatoire

• Principe, rang d’un nœud = proportion de temps passé sur un 
nœud pour une marche aléatoire infinie
● dépend du nombre d’arcs incidents
● du rang des prédécesseurs

• Processus Markovien

170

source : https://alliance.seas.upenn.edu



Tribe-MCL

• Objectif : clusering rapide et précis des séquences protéiques en familles

• Algorithme de Markov Cluster (MCL) pour le partitionnement de graphes 
pour l'attribution des séquences à des familles basée sur les informations 
de similarité de séquence

• avantages
● devrait permettre l'analyse de gros ensembles de données 
● ne devrait pas souffrir des limitations des autres méthodes

● protéines multi-domaines
● domaines partagés
● séquences incomplètes
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Algorithme TRIBE-MCL : Apperçu

• Input : Fichier multifasta contenant les séquences

• Filtrage avec CAST (détection de biais compositionnels des séquences)

• BLAST all against all → matrice de similarité

• matrice de similarité → matrice d’adjacence : graphe orienté
● Sommets : séquences
● Arcs : liens d’homologie, 

valuation des arcs : distance évolutive ( -log10 Evalue)

• matrice rendue symmétrique (moyenne des valuations a → b et b → a) : graphe non orienté

• matrice de d’adjacence → probabilités de transitions

• MCL : cycles d'inflations et d'expansions jusqu'à la stabilisation de la matrice
● paramètre : IF (facteur d'inflation) ; contrôle le nombre de clusters obtenus

• les composantes connexes (clusters) du graphe correspondant à la matrice finale 

correspondent aux familles de séquences
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TribeMCL 174

source : Enright et al., 2002



MCL. Stochastic matrix 175

source : Enright et al., 2002



Algorithme MCL : Operateurs
• Expansion 

● correspond à des marches aléatoires de grandes longueurs
● matrice de transition élevée à une certaine puissance (produit marticiel)
● principe : les chemins de grandes longueurs sont plus fréquents au sein de clusters qu'entre des clusters différents

● les probabilités de transitions entre sommets d'un même cluster devraient être élevées
● l'inflation aura pour effet de favoriser ces transitions au sein d'un cluster et de diminuer les probabilités de transitions 

entre clusters

• Inflation  
● puissance d’Hadamard d’une matrice (chaque cellule est élevée à une certaine puissance)
● mise à l'échelle afin d'avoir une matrice de transitions

Гr   -> Operateur d’inflation
M  -> Matrice stochastique
r    ->  nombre réel
Mij -> probabilité de transition de j à i

● Pour des valeurs de r > 1, l'inflation favorise les arcs sortants les plus probables d'un sommet
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Algorithme MCL : Operateurs
• Expansion 

● correspond à des marches aléatoires de grandes longueurs
● matrice de transition élevée à une certaine puissance (produit marticiel)
● principe : les chemins de grandes longueurs sont plus fréquents au sein de clusters qu'entre des clusters différents

● les probabilités de transitions entre sommets d'un même cluster devraient être élevées
● l'inflation aura pour effet de favoriser ces transitions au sein d'un cluster et de diminuer les probabilités de transitions 

entre clusters

• Inflation  
● puissance d’Hadamard d’une matrice (chaque cellule est élevée à une certaine puissance)
● mise à l'échelle afin d'avoir une matrice de transitions

Гr   -> Operateur d’inflation
M  -> Matrice stochastique
r    ->  nombre réel
Mij -> probabilité de transition de j à i

● Pour des valeurs de r > 1, l'inflation favorise les arcs sortants les plus probables d'un sommet
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Partitionnement TribeMCL. Validation

• InterPro
80 000 proteins from SwissProt
8 332 families (5 min on Sun Ultra 10 workstation)
filter >= 4 members having IPR annotation

1 821 families
1583 with unique architecture
proportion of proteins having the most 
frequent architecture of the family: 
14 188/14 409 (precision: 98%)

• SCOP

178

Inflate Factor 1.1 2 3 4 5

#families/clusters 1 167 1 395 1 606 1 672 1 761

precision 79% 87%


